UNIDAD DIDÁCTICA
LAS MATEMÁTICAS DE LOS MALABARES

1  OBJETIVOS
1.1  Objetivo general
Motivar a los alumnos en la asignatura de matemáticas a través de un espectáculo de circo y de la comprensión de un modelo matemático que ayuda a hacer malabares.

1.2  Objetivos específicos
· Presentar la asignatura de matemáticas de una forma lúdica e interesante para los nuevos alumnos.

· Romper esquemas sobre la dificultad y abstracción de la materia, cambiando la percepción general negativa de la asignatura.

· Relacionar las matemáticas con el mundo real, y en particular con algo que les interesa y ven ajeno al mundo escolar.

· Motivar a los alumnos para la comprensión de las matemáticas.

· Minimizar el fracaso escolar en la asignatura de matemáticas.
2  MARCO TEÓRICO
2.1  Las matemáticas de los malabares
2.1.1  El siteswap
Este es precisamente el título de un gran artículo de Burkard Polster (2003) en el que se habla del estudio del fenómeno del malabarismo llamado “Siteswap” desde una perspectiva numérica, algebraica, esencialmente matemática. Polster describe este modelo en estilo matemático, es decir, en forma de teoremas. 


El Siteswap, traducido al español peninsular por “Notación Transposicional” y al latino por “Numerología” fue descubierto por Paul Klimek en Santa Cruz, California en 1981 y desarrollado paralelamente por dos equipos en dos lugares del mundo diferentes en 1984: Bruce Tiemann y Bengt Magnusson en el Instituto de Tecnología de California y por Mike Day, Colin Wright y Adam Chalcraft en Cambridge, Reino Unido. Aunque en su momento no tuvo mucha repercusión dentro del mundo del circo, a finales de los años noventa se popularizó y revolucionó completamente esta arte.


Anteriormente a la aparición de este modelo, en los años sesenta en el MIT (Instituto de Tecnología de Massachusetts) se estudió el fenómeno del malabarismo y se experimentó con máquinas malabaristas. El matemático Claude E. Shannon logró enunciar el Teorema de Shannon que relacionaba los siguientes parámetros: en una ecuación: 

V: tiempo que la mano está vacía

D: tiempo que la bola está en una mano

N: número de bolas con las que se juega.

F: tiempo que la bola está en el aire

H: número de manos utilizadas

En la siguiente ecuación llamada Teorema de Shannon: (Echeverry, F. y Audor, Y. D. 2013)
(V + D) · N = (F + D) · H

Esta fórmula explicaba muy bien el patrón constante de malabares realizado con tres pelotas comúnmente llamado cascada, donde todos los lanzamientos tienen la misma altura. Pero los malabaristas no siempre utilizan un ritmo y una altura constante en sus lanzamientos. Hay momentos en los que tiran algunos objetos más altos que otros. De ahí surgió la pregunta de ¿Cómo saber a que alturas podemos lanzar qué objetos y que el resultado sea posible de realizar?


Para contestar a esa pregunta se inventó el Siteswap. Como explica Polster (2003) podemos pensar no en las alturas a las que debemos lanzar las pelotas, sino en el tiempo que tardamos en volver a lanzar una misma bola. De ahora en adelante se supondrá que el malabarista usa ambas manos de forma alterna y que los lanzamientos llevan un ritmo constante. Por tanto, si se tienen tres pelotas en juego, y se lanzan de forma constante, cada pelota tardará en ser lanzada de nuevo tres tiempos ya que hay dos pelotas que deben ser lanzadas entre medias. Se nombra como “3” este tipo de lanzamiento. Lo mismo ocurre con cuatro, cinco y seis pelotas. Cada pelota será lanzada cuatro, cinco o seis tiempos después. Se llamarán “4”, “5”, y “6” a ese tipo de lanzamientos. Se puede notar que los lanzamientos impares se producen de una mano a la otra, mientras que los pares van de una mano a ella misma. Si se juega con solo una bola se puede pasar de una mano a la otra constantemente (no tiene ni por que ser lanzada al aire). De esta forma la pelota se “lanzará” inmediatamente después, es decir, un tiempo después, lo denominamos “1”. El caso del “2” es algo más abstracto. Así, para lanzar una pelota dos tiempos más tarde no hace falta lanzarla al aire ya que va a tener que ser lanzada con la misma mano la siguiente vez que esa mano entre en acción. También es posible no tener ninguna pelota en la mano, en ese caso se usará el número “0”. Nótese que de ahora en adelante se escribirán en rojo los números que hagan referencia al nombre de los lanzamientos para facilitar la comprensión del lector.


Se puede observar qué ocurre cuando un malabarista juega con tres objetos y lanza un 4. Este lanzamiento va a ser lanzado de nuevo cuatro tiempos después, lo que quiere decir que va a volver a ser lanzado con la misma mano, con lo cual ese objeto caerá en esa misma mano. Esto produce que la otra mano no reciba pelota dos tiempos más tarde. Al no caer ningún objeto en ella no haría falta lanzarla, con lo cual el malabarista podría “lanzar” (no hace falta que salga de la mano) un 2. Además este patrón podría repetirse en el tiempo cíclicamente: 4242424242... se notará 42 (Obsérvese que no se lee cuarenta y dos, en esta notación las cifras se leen individualmente). Este es probablemente el primer siteswap diferente de patrón constante que se ha malabareado con tres objetos. El malabarismo con tres pelotas, que correspondería al patrón 333333... se nota como 3. El de cuatro bolas, el 4444444... como 4, y así para todos. Se reduce la expresión igual que la notación de los decimales periódicos en notación matemática clásica. (Polster, 2003)


Es posible pensar ahora que cualquier combinación de números puede aportarnos un patrón diferente ejecutable por un malabarista, pero esto no es verdad. Si el sujeto lanza un 4 y al tiempo siguiente un 3, tres tiempos después habrá dos objetos que deberán ser lanzados, por tanto recogidos a la vez lo cual no facilita en absoluto su trabajo. Aquí aparecen los dos primeros teoremas del malabarismo (son equivalentes entre sí, el primero usa la representación gráfica del Siteswap y el segundo la algebraica). Se podrían enunciar de la siguiente manera: 

Teorema del malabarismo 1 y 2: Una secuencia de números es realizable si cada número es diferente del siguiente número restándole uno, del que está dos lugares después restándole dos, del que está n lugares restándole n, hasta llegar a cero. En caso contrario no es realizable. (Polster, 2003)


Si se vuelve al ejemplo del párrafo anterior, 42, se puede observar que para elevar una unidad un lanzamiento del patrón constante 33.. y lanzar un 4 se debe compensar disminuyendo una unidad el siguiente número. Estudiando este fenómeno se llega al siguiente teorema:

Teorema 4: el número de objetos que se necesita para realizar una secuencia de malabares es la media o esperanza matemática de los números de la secuencia. (Polster, 2003)


Por último se prueba también el siguiente Teorema:

Teorema 5: Dada cualquier secuencia de números enteros no negativos cuya media es un número entero, esta secuencia se podrá siempre reconvertir en una secuencia realizable. (Polster, 2003)


Este modelo se puede expresar algebraicamente o numéricamente a través de números, por ejemplo el Siteswap 501, será por lo explicado realizable con dos pelotas. Este mismo ejemplo se puede representar en los llamados diagramas de Siteswap, en donde se representan los patrones de la siguiente manera:
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Los puntos son los momentos temporales donde ocurre el lanzamiento de un objeto. Los arcos representan los diferentes lanzamientos. Con una simple mirada se puede concluir que es un patrón realizable ya que no hay dos arcos cayendo juntos en el mismo lugar. El siguiente patrón en cambio: 21
[image: image2.png]



se ve que no es realizable ya que hay momentos en donde caen dos bolas a la vez.


Echeverry y Audor, (2013) afirman en su artículo de investigación:
 “Al entrevistar a los malabaristas se logra entender cómo las ideas matemáticas se desarrollan en las personas, cómo se relacionan con la vida de la gente, esto se hace evidente en el momento en que los malabaristas expresan que los malabares se relacionan con la música, con ideas de tiempo-ritmo. 
Por tanto, si se vuelve sobre la idea general de esta comunicación, se evidencia que, en primer lugar, los malabares se pueden expresar matemáticamente, además que esta práctica circense pertenece a la dimensión cultural de la sociedad, en tanto que es una práctica social, la cual tiene sus propias maneras de hacer, pensar y comunicar, es realizada por un grupo de personas expertas conocedoras de este arte, ya sea empíricamente y/o profesionalmente , y dado que esta dimensión cultural cada vez va cobrando mayor importancia en la Educación Matemática, es necesario que en la formación matemática de los estudiantes se reconozca la necesidad de conocer este tipo de trabajos, pues ayuda a los estudiantes a encontrarle sentido, significado y utilidad a las matemáticas, aunque con esto no se niega que la matemática carezca de sentido por sí misma, sino que los objetos matemáticos desde una perspectiva platónica se conciben como entes abstractos, ideales, por fuera de nuestro alcance, los cuales solo son perceptibles por nosotros por medio de representaciones sensibles, de esta manera desde un punto de vista didáctico al realizar la transposición didáctica en nuestro ejercicio docente, es necesario que las matemáticas escolares estén vinculadas con la realidad, o con el entorno sociocultural de los estudiantes”.
2.1.2  Los malabares y la materia gris
Es importante destacar para el presente trabajo la investigación de Draganski et al (2004) que encontró mejora y desarrollo de materia gris en el cerebro después de la práctica de los malabares. 


Jansen, Lange y Heil (2011) en su trabajo separaron a una clase en dos grupos, uno de los cuales hacía malabares mientras el otro ejercicios con bandas elásticas. Después de tres meses, los que habían recibido entrenamiento malabarístico tuvieron mejores resultados en ejercicios de rotación mental tridimensional.

3  PROPUESTA DE INTERVENCIÓN
3.1  Presentación
Se desarrollará en una unidad didáctica la primera semana de clase de matemáticas en 1º ESO en donde los alumnos descubrirán y deducirán el modelo matemático que explica los patrones que realizan los objetos en el aire en el arte del malabarismo. Este modelo es conocido mundialmente como Notación Transposicional (España), Siteswap (Mundo Anglosajón), Numerología (América Latina).


La unidad no pretende el aprendizaje de esta arte, sino la comprensión del modelo y la resolución de posibles problemas a los que se enfrenta un malabarista usando métodos matemáticos y el conocimiento de los números enteros. Es de especial interés el uso que se hace del cero en este modelo que puede ayudar al alumno a comprender el empleo del mismo número en el cálculo. La generalización de este modelo a varios malabaristas genera números racionales o decimales y puede ser usado como ejemplo en lecciones posteriores de la materia en el curso. También se puede usar como ejemplo para los temas de ecuaciones y de combinatoria y cálculo de la esperanza o media aritmética.

3.2  Objetivos, criterios de evaluación, competencias
Esta unidad didáctica, trabaja muchos elementos del eje transversal de contenidos en Matemáticas de ESO llamado Bloque 1: Procesos, Métodos y Actitudes en Matemáticas. Con objeto de simplificar la lectura y comprensión de la presente sección, se enumerarán los objetivos, contenidos, criterios y estándares del DOG Num. 120 29/6/2015, que se podrán consultar en los anexos indicados.
3.2.1  Criterios de evaluación y estándares
La propuesta de intervención responde a los siguientes criterios de evaluación:  (DOG Num. 120 29/6/2015)
	 B1.2.
	B1.3.
	B1.4
	B1.5
	B1.6.
	B1.7.
	B1.8.
	B1.9.
	B1.10.
	B1.11.
	B1.12.


Definidas en el anexo 2
Así como a los siguientes Estándares de aprendizaje evaluables (DOG Num. 120 29/6/2015) asociados a las competencias:

· CM: Competencia matemática y competencias básicas en ciencia y tecnología.

· CL: Competencia en comunicación lingüística.

· CD: Competencia Digital.

· AA: Aprender a aprender.

· CS: Competencias sociales y cívicas.

· EE: Sentido de la iniciativa y espíritu emprendedor.

· CC: Conciencia y expresiones culturales.
	MAB1.6.2. (CM, CS)
	MAB1.6.1. (CL, CM)
	MAB1.5.1. (CM, AA)
	MAB1.4.2. (CM)

	MAB1.4.1. (CM)
	MAB1.3.2. (CM, CC)
	MAB1.3.1. (CM, AA)
	MAB1.2.4. (CM)

	MAB1.2.3. (CM)
	MAB1.2.2. (CM)
	MAB1.2 (CM, EE)
	MAB1.6.3. (CM)

	MAB1.6.4. (CM)
	MAB1.6.5. (CM)
	MAB1.7.1. (CM, AA, CS)
	MAB1.8.1.   (CM, CS, EE)

	MAB1.8.2.  (CM)
	MAB1.8..3.( CM)
	MAB1.8.4. (CM, AA, CC)
	MAB1.8.5. (CM, EE, CS)

	MAB1.9. 1. (CM, EE)
	MAB1.10.1. (CM, AA)
	MAB1.11.3. (CM)
	MAB1.11.4. (CM)

	MAB1.11.5. (CM)
	MAB1.12.2.  (CL)
	MAB1.12.3. (CD, AA)
	MAB1.12.4. (CD, CS, EE)


Definidas en el anexo 3
3.2.2  Contenidos Lomce
Contenidos: (DOG Num. 120 29/6/2015)
	B1.2.
	B1.3.
	B1.4.
	B1.5 .
	B1.6.
	B1.7.


Definidos en el anexo 4
3.2.3  Competencias
Las competencias clave se trabajarán de las siguientes formas:

Competencia Matemática y competencias básicas en ciencia y tecnología. (CM)

Trabajar a través de los modelos matemáticos utilizados para explicar el fenómeno del malabarismo y su relación con los números. 

Se repartirán boletines de ejercicios para resolver a través de los números. Se tratará al alumno como un pequeño científico que va descubriendo el modelo con la ayuda y la guía del profesor.

Competencia Lingüística. (CL)

Usar el lenguaje oral para comunicarse con los demás, para expresar sus ideas, sentimientos y para comprender las explicaciones del profesor. Será una herramienta imprescindible para relacionarse con los demás.

Competencia Digital. (CD)

Buscar información de la materia en cuestión en internet a través de vídeos, animaciones y páginas web. Durante la unidad se usará software de varios simuladores de patrones malabarísticos en la sala de informática. 

Aprender a Aprender. (AA)

Investigar sobre la materia en casa, a través de medios digitales, antes de la explicación del profesor. Descubrir los contenidos como un pequeño científico, observando los comportamientos y tratando de establecer relaciones y sacar conclusiones propias antes de la explicación del profesor. Realizar una versión reducida y rápida del método científico. Asociar el aprendizaje a la utilidad real del conocimiento que se adquiere. Ejercitar la atención y la memoria para favorecer aprendizajes futuros.

Competencias Sociales y Cívicas. (CS)

Adquirir habilidades para el trabajo en grupo. Respetar a los compañeros usando las normas de educación básicas. Conversar y tomar decisiones grupales de una forma ordenada y democrática.

Sentido de la iniciativa y Espíritu Emprendedor. (EE)

Planificar de estrategias para la explicación del modelo. Gestionar la incertidumbre y los tiempos durante el proceso. Tomar decisiones para la consecución de los objetivos.

Conciencia y expresiones culturales. (CC)

Conocer y experimentar en primera persona un arte emergente, el circo. Entender su dificultad y su valía. También el arte circense tiene un componente histórico muy importante en Galicia: el “Circo de los Muchachos”, un proyecto social en Ourense estudiado y exportado a muchos países. Se convirtió en su tiempo en uno de los circos más importantes de Europa con giras mundiales. Aunque muy recordado entre la gente mayor, poco se ha escrito y recogido desde el punto de vista histórico. 

3.3  Metodología
Para la implementación de esta unidad didáctica, la metodología que se va a usar será eminentemente participativa y activa. El alumno será el centro del proceso de enseñanza-aprendizaje.


Se experimentará en primera persona y cada uno con sus propias manos el fenómeno físico que posteriormente se modelará: el malabarismo. Una forma de ejecutar el malabarismo guiada por el profesor con la intención de entender el mecanismo matemático que subyace, no para simplemente aprender la habilidad física. Mediante este proceso se pretende motivar a los alumnos para que, cuando estudien la parte matemática, la puedan relacionar directamente con un problema que acaban de experimentar.


Se construirá el modelo de notación transposicional o Siteswap a través de un proceso interactivo, de preguntas y respuestas. Durante este proceso la clase irá deduciendo por sí misma el modelo, investigándolo y descubriéndolo por primera vez como si fuesen sus inventores. Se usarán en todo este proceso métodos de resolución de problemas matemáticos, comparación, reducción al absurdo y el método heurístico. Este consiste en concebir un plan, ejecutarlo y examinar sus consecuencias. Comprobar la validez de los resultados y retroalimentar el plan. Se busca que el alumno se convierta en un pequeño científico y viva y descubra las matemáticas a través de la experiencia y no recibida ya como un paquete lógico completo y abstracto. De esta forma implementaremos el “código genético” (Hilbert, 1996), método “que ha sido reivindicado por grandes matemáticos y profesores de Matemáticas, pretende demostrar que, para la perfecta comprensión de un concepto determinado, el alumno ha de repetir a grandes rasgos el proceso histórico que se ha desarrollado hasta la formulación actual del concepto”. Poincaré (1963)

Habrá un mínimo de clase magistral para explicar los conceptos más complicados y para concluir la investigación y experimentación grupal en el modelo estudiado, para conocer su notación estándar y su generalización en sucesos más amplios. En ella se utilizará la pizarra para escribir, vídeos y programas simuladores para poner ejemplos, y (en la medida de sus posibilidades y habilidades con los malabares) la demostración práctica del profesor y los alumnos más aventajados.


Se fomentará la participación en clase. Esta participación es directa y en primera persona en la relación con los objetos, pero también en la resolución de ejercicios y en el análisis de simuladores informáticos. Se valorarán positivamente las intervenciones, aún cuando no sean acertadas. Durante el proceso de investigación serán muy importantes las propuestas que no sean válidas, ya que en el estudio de sus últimas consecuencias y la comprobación de donde no son correctas reside una gran parte de la comprensión de los contenidos.


Una vez entendido y comprendido el modelo se trabajará en sus diferentes representaciones, atendiendo a las representaciones más comunes en matemáticas que sean útiles: (Duval, 2012) Registro de la Lengua Natural, Registro Figural Icónico, Registro numérico, Registro Tabular, Registro Gráfico y creando nuevas representaciones propias.


Se programarán varios tipos de actividades:

- Actividades de iniciación: Serán actividades para introducir los conceptos que vamos a impartir desde una perspectiva manipulativa. Tendrán como fin principal introducir al alumno en la materia y aportarle curiosidad y ganas de investigar para comprender.

- Actividades de motivación: Serán aquellas que despiertan en el alumno ganas de conocer y relacionar lo aprendido con lo que ya conocen.

- Actividades de sedimentación de los contenidos: Serán los boletines de ejercicios y los problemas que tengan que resolver para integrar la materia aprendida y estudiar los diferentes casos y las situaciones límite.

- Actividades de reflexión: Serán las actividades que pretenden extender los razonamientos integrados a situaciones más generales. Se incluirán aquí los ejercicios que inciten a los alumnos a utilizar el modelo y a ser creativos con él.

3.4  Recursos
- 3 pelotas de malabares por alumno

- Pizarra digital

- Encerado clásico

- Tizas de colores

- 1 ordenador cada 2 alumnos

- acceso a Internet

- Software simulador de Siteswap: Jongl

- Boletines de ejercicios

3.5  Temporalización
La realización de la unidad didáctica se compone de 1 sesion de 50 minutos de duración.


 La implantación de la unidad didáctica será la siguiente:

Sesión 1: Primera parte: Introducción al mundo del malabarismo. Cómo lanzar y recoger objetos en el aire.


La disposición de la clase para esta sesión consistirá en un espacio abierto con las mesas a los lados, los alumnos de pie.

¿Cómo conseguimos mantener tres pelotas en el aire?


Durante esta primera parte de la sesión se introducirá el concepto de malabarismo. Los alumnos aprenderán a lanzar y recoger desde uno hasta tres objetos, en este caso pelotas Se hará especial hincapié en el orden de lanzamiento y caída de las bolas.

Sesión 1: Parte 2: Estudio del modelo

¿Cómo explicamos el orden de los objetos?


Después se planteará un proceso de investigación interactivo donde se observarán los malabares desde el punto de vista del ordenamiento de los objetos y de los procesos de lanzamiento-recogida. Se irá generando el modelo por consenso lógico, esto es, se aceptarán todas las propuestas, las no adecuadas se llevarán hasta sus máximas consecuencias buscando la contradicción.
Siteswap, Notación Trasposicional o Numerología


Durante los últimos 10 minutos se explicará fehacientemente el Siteswap, notación transposicional o numerología: el modelo de expresión matemática de los patrones de malabarismo. Se otorgará especial atención al uso del número 0 en este modelo y de como hace que las cuentas funcionen gracias a su uso. Se introducirá el concepto de siteswap base o excitado.

3.6  Actividades propuestas
3.6.1  ¿Cómo conseguimos mantener tres pelotas en el aire?
Durante esta actividad que ocupará la mayor parte de la primera parte de la sesión, los alumnos tendrán la oportunidad de vivir en primera persona el trabajo de un malabarista. Se pretende que en este proceso de aprendizaje, integren físicamente muchos conceptos matemáticos que hace falta comprender para el correcto desempeño en esta arte y que se convertirán en axiomas de la teoría matemática intrínseca:

- La alternancia de las manos: se darán cuenta de que es más fácil utilizar una mano y luego la otra, ya que reduce la velocidad del juego y la altura necesaria. Entenderán que es más fácil “jugar” tres pelotas entre las dos manos que dos con una sola.

- La secuencialidad y discreción del malabarismo: Los lanzamientos de los objetos ocurren en espacios temporales concretos que se pueden ordenar en el tiempo. Los lanzamientos son una variable discreta, pues tienen lugar en un momento concreto, y pasa un tiempo hasta el siguiente lanzamiento. Podemos escribir, l(1), l(2), l(3), l(4),  siendo l(i) el lanzamiento en el tiempo i.

- La constancia en el lanzamiento (tiempo) facilita la consecución de los objetivos: Es más fácil mantener las pelotas en el aire si los lanzamientos tienden a seguir un tiempo constante. Cuando dos pelotas caen casi a la vez, el cerebro tiene que realizar dos acciones al mismo tiempo, lo que suele ser mucho más complicado.


Los objetivos didácticos de esta sesión consistirán, entonces, en experimentar físicamente el fenómeno a estudiar para comprenderlo a nivel físico. En la siguiente clase se analizará y desgranará esta experiencia física en leyes y axiomas. Es importante entender el porqué de los axiomas ya que son los puntos de partida de este trabajo.


Los objetivos no didácticos serán los de motivar al alumno y despertar su curiosidad por el fenómeno a comprender. También incluirán los de presentar la asignatura de matemáticas de una forma lúdica e interesante y los de romper esquemas sobre la dificultad y abstracción de la materia, cambiando la su percepción general negativa.


La actividad comenzará con una breve presentación de la asignatura y del profesor. Acto seguido se pedirá a los alumnos que aparten las mesas y las sillas para los lados liberando un gran espacio en el centro y se le entregará una pelota a cada uno. Es bueno que presenten signos de incredulidad y de no comprender lo que pasa, ya que eso los mantendrá en estado de alerta y, por consiguiente, prestarán mayor atención. El profesor comenzará diciendo una frase del tipo: “Aunque no lo creáis, vamos a estudiar matemáticas”.


Con una pelota en la mano se procederá al análisis de posibilidades de lanzamientos con un objeto. Se guiará a los alumnos para desgranar los tipos de lanzamientos, hasta que salgan los siguientes:

- Pasar una pelota de una mano a la otra (lo que se llamará lanzamiento 1 en la próxima sesión)

- Tener una pelota en la mano y no tirarla (lo que se llamará lanzamiento 2)

- Pasar una pelota de una mano a la otra por el aire (lo que llamaremos 3, 5, 7... números impares dependiendo de la altura y de la velocidad a la que se realiza el malabarismo)

- Tirar una pelota al aire y recogerla con la misma mano (lo que llamaremos 4, 6... números pares)

Notas sobre esta parte:

Se debe tener en cuenta que los alumnos comenzarán a lanzar la pelota por diferentes lugares de su cuerpo aportando en su opinión “nuevos tipos de lanzamiento”, es importante explicar que todos estos tipos de lanzamientos se reducen a uno de los anteriores. (Ejemplo: si un alumno tira una pelota por debajo de su pierna y la recoge con la misma mano nos encontramos ante un lanzamiento descrito en el cuarto punto anterior, un 4 o un 6...)

En la práctica de los lanzamientos impares es conveniente que la bola describa un recorrido “interior” o de “dentro afuera”.  Esto es, que el lanzamiento salga de una mano a la otra recorriendo el cuerpo hasta la altura de los ojos y cayendo en el otro lado por fuera del cuerpo, como muestra el dibujo:
[image: image3.png]




Nótese que muchos realizarán un lanzamiento “exterior” o de “fuera adentro” en el que la pelota describe un arco por fuera del cuerpo del malabarista cayendo en la otra mano. Este tipo de lanzamiento, es de un nivel superior y no ayuda a la realización correcta de la “cascada” o patrón base con 3 pelotas. Ejemplo de lanzamiento exterior:
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Después de experimentar un poco con una pelota y los diferentes lanzamientos y para introducir el concepto de secuenciación, se enseñará una pequeña coreografía en la que el profesor irá contando los tiempos y explicando lo que se debe hacer en cada momento. Debe ser suficientemente fácil como para que los alumnos la puedan realizar físicamente sin problemas y le puedan dedicar toda su atención a llevar bien los tiempos. Un ejemplo ya escrito en Siteswap sería el siguiente:





1 1 1 2 0 3 0 0
Puede ser explicado de la siguiente forma: “En el tiempo 1 cambiamos directamente una pelota de una mano a la otra, lo mismo en el tiempo 2 y 3. En el tiempo 4 hacemos como que lanzamos pero mantenemos la pelota en la mano. En el tiempo 5 no tenemos pelota en la mano con lo cual no hacemos nada. En el tiempo 6 lanzamos una pelota de una mano a la otra. La agarramos más o menos en el tiempo 7. En el tiempo 8 no tenemos nada en la mano y no hacemos nada.” Esta secuencia puede repetirse cíclicamente y, como tiene tiempo 8 puede ser “bailada” dentro de una música con un tempo adecuado.

Nota: Es importante no hacer uso de los números asociados a los lanzamientos en esta parte para que vayan integrándose físicamente antes que mentalmente.


Después se reparte una pelota más a cada persona del grupo. Se pide a los discentes que experimenten con las dos pelotas y con los 4 tipos de lanzamientos estableciendo combinaciones. Es seguro que el patrón 31 va a ser uno de las primeros en aparecer. Este truco consiste en lanzar una pelota de una mano a la otra mientras se cambia la otra pelota de mano por abajo. El maestro debe hacer notar, si no son antas descubiertos por la clase, los patrones 411, 420 y el más sencillo de todos: el 22 en el que las pelotas no se lanzan, simplemente se mantienen en la mano. Se propone otra coreografía de lanzamientos, por ejemplo:





3 1 2 2 4 1 1 2
haciéndose notar que el “tempo” de esta coreografía (la velocidad del ritmo) es más rápido que el anterior. Se lanza la pregunta: “¿Cómo podríamos ralentizar este tempo?”, a lo que la respuesta obvia es: lanzando más alto las pelotas.


A partir de este momento, las matemáticas quedarán en un segundo plano y lo que se trabajará será la destreza física para la realización del juego malabar. A gusto del maestro y dependiendo del tiempo que se quiera emplear en lo anterior, se podría terminar aquí la sesión, dejando la parte de tres pelotas como ejercicio voluntario de habilidad.


Este trabajo, sin embargo, propone llegar hasta la enseñanza de la cascada de tres pelotas. Para ello hay una gran cantidad de material en internet que se puede revisar y muchos métodos para seguir y no es el objetivo del presente estudio adentrarse en las enseñanzas del malabarismo sino de las matemáticas implícitas. De forma sucinta se podría practicar con 2 pelotas el patrón 330, en el que hay que tener en cuenta la secuenciación de los malabares para que no caigan las bolas a la vez. Una vez aprendido este patrón se urge a los alumnos a sustituir ese hueco del 0 por una tercera pelota.
3.6.2  ¿Cómo explicamos el orden de los objetos?
Esta actividad consiste en el redescubrimiento por parte de los alumnos del modelo inventado por Paul Klimek en 1981. Procura convertir a los chicos en pequeños científicos que descubren por primera vez un modelo para explicar lo que han experimentado en la primera sesión. Intenta alimentar su curiosidad ofreciendo respuestas a las preguntas que les han pasado por la cabeza durante el aprendizaje a la vez que formular nuevas cuestiones sobre aspectos en los que no había pensado.


En esta actividad se seguirá un proceso de análisis y estrategias heurísticas para generar este modelo, pasando por otros intermedios o incompletos que aparecieron históricamente antes que el siteswap. Se dejará el descubrimiento del modelo propiamente dicho para la siguiente actividad. 


La idea genial en donde se asienta toda esta teoría reside en la forma de clasificar los lanzamientos. No se clasifican por su trayectoria ni por su altura ni por cuando van a ser atrapados, sino por la cantidad de tiempo (en número de lanzamientos) que va a pasar hasta que vuelva a ser lanzado. Sería deseable establecer un camino que los alumnos vayan recorriendo en esta dirección. Para ello se usarán técnicas de análisis y simulación de estrategias heurísticas.

3.6.2.1  Analizando
Se comenzará analizando el juego de malabarismo con tres pelotas con las siguientes preguntas: 

- ¿Qué hacemos al malabarear?

De las múltiples respuestas dadas (mirar, pensar, mover los brazos, mantener las pelotas en el aire...) se deben subrayar las dos siguientes: lanzar objetos y recogerlos (o atraparlos).

- ¿Lo podemos dividir en etapas, momentos o acciones concretas?

Será una pregunta para acotar algo más la anterior a las respuestas esperadas de lanzar y atrapar. Se debe hacer notar que el resto son también válidas (las que lo sean) y se deben apuntar todas en la pizarra en una tabla.

Ejemplo
	¿Qué hacemos al malabarear?
	Lanzar objetos

Mantener objetos en el aire

Pensar en varias cosas a la vez

Mirar varias pelotas a la vez

Mover los brazos

Atrapar objetos

Recoger pelotas del suelo

	¿Lo podemos dividir en etapas, momentos o acciones concretas?
	Bajar el brazo

Subir el brazo y abrir la mano

Atrapar la pelota

Lanzar la pelota

Tener una pelota en el aire y dos en las manos e ir cambiando la pelota

Una pelota está en el aire

Una pelota está en la mano quieta

Una pelota se dispone a ser lanzada


Es este un buen momento para introducir el análisis como instrumento de investigación científica. Conviene explicar que es una forma de dividir un problema grande en problemas más pequeños, observando cómo descomponer un fenómeno para estudiar y relacionar sus partes.

3.6.2.2  Probando posibilidades
Para continuar con la investigación se explicará el “método heurístico” o estrategia heurística que consistiría, en este caso, en establecer unos puntos de partida y llevarlos hasta sus máximas consecuencias, observar su comportamiento y, en caso necesario establecer unos nuevos basándonos en la experiencia adquirida en el proceso. Para llevar a cabo esta estrategia se eligen grupalmente una o dos etapas para estudiar y relacionar. Se buscan las que, en opinión del grupo, sean las más elementales: lanzar un objeto y atrapar un objeto. De no ser estas las elegidas conviene continuar la cadena de razonamiento y descubrimiento con las escogidas hasta llegar a un punto muerto, un momento en el que se deje de avanzar. Se vuelve atrás en la investigación para elegir otras que sean más adecuadas, en este caso ya las de lanzar y recoger.


El profesor agarra tres pelotas y comienza a jugar con ellas (En caso de que no domine la técnica del malabarismo puede apoyarse en un vídeo o en un simulador). Formula la pregunta:

- ¿Cómo relacionamos los lanzamientos entre ellos o las recogidas entre ellos o los lanzamientos y las recogidas?

Una observación obvia y muy posible es la de que una pelota que se lanza al aire pasa a ser agarrada en el tiempo siguiente. Se puede tomar este fenómeno como punto de partida de la estrategia heurística. Se pregunta entonces:

- ¿Cómo le podemos llamar a este tipo de lanzamiento que tarda 1 tiempo en ser recogido?

La respuesta esperada es la de 1. Se hace ver que a un lanzamiento de una mano a la otra a una altura media/baja se le denota como 1.


Se añade entonces una pelota más. El profesor o en su defecto el simulador muestra el patrón base de juego con 4 pelotas. Se repite el mismo procedimiento descrito anteriormente para 3 objetos. Aunque algo más difícil de observar, se llega a que la bola tarda dos tiempos en ser recogida. Se concluye que este lanzamiento se denota como 2. Se pregunta a continuación:

- ¿Observáis algún patrón que se repite, alguna relación o regla entre el número de pelotas y el nombre del lanzamiento?.

La respuesta esperable es que el número de pelotas es 2 unidades superior al nombre del lanzamiento.


Parece que se encuentra un patrón, una explicación y un número para los lanzamientos. Parece que la investigación avanza en la dirección correcta. Se podría realizar el mismo experimento con 5 pelotas y mostrar que el nombre del lanzamiento sería 3, lo cual cumple la regla de la diferencia de 2 unidades.

3.6.2.3  Estudiando todos los casos
Se pasan a estudiar lanzamientos no tan obvios. Se pregunta:

- ¿Qué pasa entonces cuando tenemos dos pelotas en las manos?

Se ha visto en la primera sesión la forma estándar de juego malabar con dos pelotas, que no es otra cosa que mantenerlas en las manos sin tirarlas. Después de hacer notar lo anterior expuesto antes, se realiza la siguiente pregunta:

- ¿Cómo se integra este nuevo caso en el sistema de lanzamiento-recogida anteriormente expuesto?

En este momento se ven las limitaciones de este sistema, ya que al no producirse lanzamiento no se produce recogida. Podría argumentarse que como las bolas están ya en la mano tardan un tiempo nulo o 0 (cero) en llegar, con lo cual podríamos llamar a este lanzamiento un 0. Esta afirmación tendría un cierto sentido ya que al no haber lanzamiento al aire, se podría entender por qué se le llama 0. 


Aún aceptando esta “teoría”, el problema aparece muy claramente en el momento en que se hacen malabares con 1 sola pelota. Con la siguiente pregunta:

- ¿Cómo explicamos el momento en el que pasamos una pelota de una mano a la otra, en donde no hay lanzamiento?

Se podría argumentar como anteriormente que es 0, ya que pasamos la pelota en el mismo instante que la recibimos, pero entonces tendríamos dos “lanzamientos” diferentes con el mismo nombre. No parece una buena señal.


También se podría deducir siguiendo la regla que el lanzamiento debería llamarse -1 ya que es dos unidades inferior al número de objetos a “lanzar”. Esto obviamente no tiene sentido ya que el tiempo es una variable positiva y no se comprende que una pelota se lance en un tiempo y se haya recogido en el tiempo anterior. Se hace notar a los alumnos que se llega a un punto donde el sistema deja de funcionar, por tanto se debe retomar desde el momento donde se decidió apostar por esas variables y buscar otra posible vía.


Este es un procedimiento para escribir los patrones de malabares usado con anterioridad al conocimiento del siteswap. Funciona perfectamente para lanzamientos al aire y se escribe secuenciando las manos y escribiendo flechas de que representan el recorrido de los objetos. Son muy usados en el llamado “passing” de malabares, donde dos o más malabaristas se intercambian objetos siempre por el aire. Son llamados Diagramas de malabares (Juggling Diagrams) o Diagramas de Passing (Passing Diagrams)
Ejemplos:
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3.6.2.4  Buscando un enfoque diferente.
Se recomienda hacer un resumen de lo investigado hasta ahora, análisis de posibilidades, uso de lanzamiento-recogida y el tiempo como base de medida, y la contradicción de que para una pelota no tuviese sentido o saliese un número negativo.

Pregunta:

- ¿Qué número nos parece que sería lógico que se relacionase con el malabarismo con tres objetos?

La respuesta esperable sería: el 3. Una vez obtenida la respuesta, se puede introducir un cambio de enfoque, verbalizarlo e incluir la siguiente pregunta:

- ¿Qué ocurre dentro del patrón de tres pelotas que podamos relacionar con el número tres?

La respuesta lógica sería que el número de pelotas es 3, pero esto no aporta información directa con respecto al lanzamiento o recogida. Es un buen momento para dejar pensar y debatir al grupo. Es muy probable que las respuestas sean equivalentes matemáticamente a la que se busca: Al haber 3 pelotas cuando lanzas una, luego debes lanzar las otras dos antes de volver a lanzar esa pelota otra vez, con lo cual tardas 3 tiempos en volver a lanzarla de nuevo. Es el momento de pasar a la siguiente actividad.


Se puede observar como durante esta actividad los alumnos van pasando por todas las fases de la historia de la creación de este modelo, observando las mismas imperfecciones y excepciones que sufrieron los malabaristas que intentaban explicar y entender su modelo. Se podría decir también que estamos aplicando el “método genético” a pequeña escala.

3.6.3  Siteswap, Notación Transposicional o Numerología
En esta actividad se va a definir, por fin, el modelo Siteswap. Continuando con el método de la actividad anterior, se centrarán ya las hipótesis para obtener los resultados esperados. Se dotará de instrumentos para la verificación de la validez del modelo y de los patrones explicados por él.


Se debe continuar en el punto de la actividad anterior. En verdad, los alumnos no deberían sentir que haya habido un cambio de actividad. Se hace porque los objetivos y la forma de abordarlos en esta actividad es diferente de la anterior, pero es más una separación de fondo para el profesor que de forma para los discentes.


Se había llegado a la conclusión de estudiar el tiempo que las pelotas tardan en ser lanzadas de nuevo. Se había comprobado que el número 3 corresponde al lanzamiento en el juego básico de 3 pelotas. Se pasa a realizar la misma deducción con el juego básico con 4 pelotas, definido como el número 4, y el de 5 pelotas, denotado como un 5. Hasta ahora todo funciona como en la deducción anterior de lanzamiento-recogida.


Se imponen los siguientes axiomas fruto de la observación y experimentación del primer día:

1 Los objetos serán lanzados con un ritmo más o menos constante.

2 Se alternarán las manos derecha e izquierda.

3 Se lanzará y se recogerá un máximo de un objeto en cada tiempo.


Una vez definidos y escritos en la pizarra se pasa a estudiar los casos límite, dos pelotas y una pelota. Para el caso de dos pelotas, se recuerda a los alumnos que los lanzamientos ocurren alternadamente, con la mano derecha y luego con la izquierda de una forma cíclica. Esto implica que aunque no lancemos físicamente las pelotas al aire, estas mantienen sus tiempos de lanzamiento. Se “lanza” una pelota en,  por ejemplo,  la mano derecha (que se mantiene en la mano) y luego se lanza la otra en la izquierda. En este momento se observa que la pelota primera de la derecha está lista para ser “lanzada” de nuevo, esto es dos tiempos después. Se puede concluir que cuando se juega el patrón básico con dos pelotas (que no es más que mantener las pelotas en las manos realizando movimientos alternos con ellas para remarcar los tiempos) las bolas tardan dos tiempos en volver a ser lanzadas. Diremos que este lanzamiento es un 2.


De la misma forma cuando el malabarista se pasa una pelota de una mano a la otra, en el tiempo siguiente se devuelva la bola de la segunda mano a la primera. Esto es lo mismo que decir que la pelota vuelve a ser “lanzada” en el tiempo siguiente. Se denomina este lanzamiento un 1.


La pregunta que se plantearon los científicos que descubrieron y estudiaron este fenómeno y que se debe hacer a la clase es la siguiente:

- ¿Se podrían combinar estos tipos de lanzamientos?

Después de un breve debate y recogida de opiniones se muestra, con dos objetos, el Siteswap 31 que es el más común que aprende la gente cuando empieza a hacer malabares. Una vez comprendido, con tres objetos, el siteswap llamado 42, que no es más que jugar dos pelotas en una mano manteniendo una sin lanzar en la otra. Para mejorar su comprensión se puede partir de un juego base con cuatro pelotas (se escribe en la pizarra 44444444...) y en un momento dejar caer una al suelo. Se hace notar que lo que hace una mano es siempre lo mismo, de ahí viene el 4 y que la otra mano pasa a no lanzar bola, lo que denominábamos 2.


Se comenta a la clase que parece que el modelo funciona para todos los tipos de lanzamientos, sería a ese nivel “completo”. Se pregunta:

- ¿Creéis que tenemos todas las posibilidades numéricas descritas?

Para responder a esta pregunta se toman dos objetos y se juegan con una sola mano, sin tener ningún objeto en la otra. Se pregunta:

- ¿Como llamaríamos a este patrón?

La respuesta es 40, con lo cual en una mano se “lanza” un 0 cada vez. Se puede argumentar que no hay pelota en la mano entonces esa pelota no va a tardar ningún tiempo en volver a ser lanzada ya que no la hay. De todas formas la argumentación más extendida para explicar este tipo de lanzamiento es que se llama así para que cuadren las cuentas y por deducción después de la observación de los otros lanzamientos. Es una situación límite donde la realidad deja de tener todo el sentido y precisamos de la abstracción para dotar de sentido matemático a un fenómeno real. El Siteswap 0, aparece de una forma muy similar a la que apareció el número 0 en matemáticas en su momento histórico.


Nótese que el uso del cero en este modelo es muy similar a la aparición de esta cifra en la teoría de números. Fue durante muchos siglos excluído por no poderse “contar”. No es considerado un número natural, y solo se comenzó a aceptar en Europa con la aparición del álgebra de Fibonacci (siglo XII). Se debe hacer notar que aquí el cero cierra el modelo y hace que funcione.


Ya casi para acabar cabe preguntar de nuevo a los alumnos sobre la validez de las posibles combinaciones antes descritas:

- ¿Se puede malabarear cualquier combinación de estos números?


Es bueno recordar en este momento los axiomas escritos en la pizarra y emplazar a los discentes a tenerlos en cuenta para contestar a la pregunta. Como ayuda cabe preguntar si se puede lanzar un 4 y luego un 3, por ejemplo el patrón 43333. La respuesta es que no ya que entonces se tendrían dos pelotas que deberían ser lanzadas a la vez 4 tiempos después del primer lanzamiento. Se puede mostrar en primera persona o en un simulador, y es importante explicarlo sobre el papel. Una vez comprendido esto, se plantea el patrón 5333. En este caso tampoco se puede ya que el 5 debe ser lanzado al mismo tiempo que el segundo 3. Se hace notar que un número no va a coincidir temporalmente con los siguientes si no es igual al siguiente restando 1 y al siguiente restando 2 y así hasta que la resta de 0. Como los patrones son cíclicos al acabar los números se vuelve a repetir el primer número de forma periódica. Esto no es más que el teorema 1 y 2 del que nos hablaba Polster (2003). Expresado de forma matemática podría ser que siendo S(1) S(2) S(3)... S(n)... las cifras de un siteswap, este siteswap es posible si S(i) ≠ S(i+k) - k para todo k tal que S(i) - k ≤ 0. (Nótese que no es recomendable expresar este concepto de esta forma a los chicos de esa edad)


Una forma de comprobar esto enseguida es reproducir periódicamente el patrón hasta que detrás de la cifra más grande (C) haya un número mayor de cifras que C. Una vez hecha la fila se comienza por la primera cifra y se va restando uno y comprobando que no es igual a la siguiente, restando dos con la siguiente, tres... hasta llegar a uno.

Ejemplo: 531
Se escribe el patrón de forma cíclica hasta que haya un número mayor a 5 cifras después del 5, ya que el 5 es la cifra más alta: 531531. Comenzamos por el 5: 5-1=4≠3, 5-2=3≠1, 5-3=2≠5, 5-4=1≠3, 5-5=0≠1; seguimos por el 3: 3-1=2≠1, 3-2=1≠5, 3-3=0≠3 y terminamos con el 1: 1-1=0≠5. Otra forma más rápida de comprobar esto sería escribir el patrón: 531531 y contar descendiendo de uno en uno a la vez que avanzamos por las cifras comprobando que no coinciden. Escribo encima el patrón y debajo como se contaría:

Para el 5:      
5 3 1 5 3 1


5   4   3   2   1    0   Ninguna coincide
Para el 3:      
5 3 1 5 3 1


      3   2   1    0   Ninguna coincide
Para el 1:      
5 3 1 5 3 1


            1    0   Ninguna coincide
Ejemplo donde no se cumple: 513
Por el primer método: Escribimos dos veces el patrón para cubrir al primer 5: 513513. Comprobamos el 5: 5-1=4≠1, 5-2=3=3 se obtiene una coincidencia, ya se puede afirmar que no es posible... Además si se continua: 5-3=2≠5, 5-4=1=1 otra coincidencia, y 5-5=0≠3; Para el 1: 1-1=0≠3 y para el 3: 3-1=2≠5, 3-2=1=1 otra coincidencia más. 

Por el segundo método:

Para el 5:      
5 1 3 5 1 3


5   4   3   2   1    0   
Dos coincidencias
Para el 3:      
5 1 3 5 1 3


           3   2   1    0   
Una coincidencia
Para el 1:      
5 1 3 5 1 3


        1    0       

Ninguna coincidencia

Podemos por tanto afirmar que este Siteswap no es posible, jugable o malabareable.

Por último cabe preguntar:

- ¿Cómo podemos saber con cuántas pelotas tenemos que jugar un Siteswap que veamos escrito?

Antes de contestar a esta pregunta se pueden poner ejemplos como el 42 ya visto, que era de tres pelotas y preguntar por el 53, el 64, el 51. Una vez contestado a esto, se puede ir facilitando el razonamiento de los alumnos con preguntas como las siguientes:

- El 33, el 42, el 51 y el 60 son patrones con tres pelotas, ¿cómo se pueden relacionar numéricamente?

La primera cifra se obtiene sumando al número de pelotas la misma cantidad que se resta en la segunda.

- El 531 y el 423 también son de tres pelotas, ¿cómo relacionas estos con el patrón 333?

De la misma forma que los otros en el primero se suman 2 al primero, se restan 2 al segundo y el del medio se deja igual. En el segundo caso se suma y resta 1 a las dos primeras cifras y se mantiene la tercera igual.


Se puede hacer ver que parece que, tomando como cifra el número de pelotas, las cantidades que se añadan a unas cifras han de ser restadas de otras. Esto equivale en matemáticas a la media aritmética de las cifras.


Se explica, para finalizar, que la media de las cifras de un Siteswap corresponde al número de objetos con los que se puede realizar. Esto equivale al teorema 4 de Polster (2003)


Cumpliendo estas dos propiedades podemos afirmar que un Siteswap es posible.
3.6.4  Ejercicios en el encerado
El profesor planteará en el encerado para resolver entre todos los alumnos los siguientes ejercicios de notación transposicional.

1.- Comprueba si los siguientes siteswap son malabareables o no. De los que sean posibles calcula el número de objetos con los que podría realizarse

· a) 633

· b) 75751

· c) 564423

2) .- ¿Qué valores puede tener p para que los siguientes siteswap sean posibles?

· a) 6316p31

· b) 5p4
3.6.5  Representaciones del modelo
Tomando como punto de partida el programa que los alumnos acaban de usar se pedirá una reflexión grupal sobre las diferentes formas que se han utilizado durante la semana para representar el mismo patrón de malabares, por ejemplo el Siteswap 441. La primera respuesta y más lógica será el propio Siteswap que han estado estudiando, la expresión numérica: 441, que se denomina técnicamente Registro Numérico.


Después de escuchar las propuestas y fomentar el debate, se van apuntando en la pizarra las diferentes formas de representación usadas en el proceso que son: 

· El Registro de la Lengua Natural, cuando se expresa lo que hace un malabarista a través de palabras. Por ejemplo cuando en la primera actividad, antes de conocer el Siteswap, se explica la secuencia 1 1 1 2 0 3 0 0 con una pelota de la siguiente forma: “En el tiempo 1 cambiamos directamente una pelota de una mano a la otra, lo mismo en el tiempo 2 y 3. En el tiempo 4 hacemos como que lanzamos pero mantenemos la pelota en la mano. En el tiempo 5 no tenemos pelota en la mano con lo cual no hacemos nada. En el tiempo 6 lanzamos una pelota de una mano a la otra. La agarramos más o menos en el tiempo 7. En el tiempo 8 no tenemos nada en la mano y no hacemos nada”. 

· El Registro Figural-Icónico, cuando se hacen pequeños dibujos o bocetos donde se representan, por ejemplo, las manos del malabarista con flechas de dirección adonde van a ir las pelotas.

· El Registro Gráfico, cuando en la segunda actividad se habló los Diagramas de Passing, en donde se representan las manos de los malabaristas en orde con una flecha de dirección adonde va la maza pasada.


Posteriormente se pregunta cómo se podría representar este modelo de otras formas. Se abre un debate, primero en parejas, luego en grupos de 4 y al final en todo el grupo y se escriben las diferentes soluciones en la pizarra. Se integran en los Registros de Representación Semiótica de Duval (2012):

· Registro de la Lengua Natural

· Registro Figural-Icónico

· Registro Numérico

· Registro Tabular

· Registro Algebraico

· Registro Geométrico

· Registro Gráfico


Un caso particular serán los llamados “Diagramas de Siteswap” (mencionados en el marco teórico del presente trabajo) una forma de representación gráfica del siteswap. Estos diagramas aparecen en dos presentación diferentes, una primera en una línea o columna que representa la secuencia numérica de lanzamientos en el tiempo:
[image: image7.png]



Y una segunda, muy parecida a los diagramas de Passing, en donde las manos se colocan formando dos columnas de manera alterna y se describe el movimiento de los objetos de una mano a otra y el tiempo que tardan en ser lanzados de nuevo a través de flechas:
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Se puede preguntar qué pasa con los lanzamientos pares (se quedan en la misma columna) y los impares (se mueven de una columna a otra) y cómo se relaciona esto con el patrón de malabarismo. La respuesta es que los números pares son lanzamientos que vuelven a la misma mano, por eso se quedan en la misma columna, mientras que los impares viajan de una mano a otra, por tanto de una columna a otra. Otra pregunta interesante sería la de qué pasa con el cero. La respuesta es que no hay flecha, aparece un espacio en blanco como vemos en la Figura 12
3.7  Evaluación
Siendo como es una propuesta para fomentar la motivación hacia la asignatura de matemáticas, la evaluación se centrará en la observación de la validez de la propia unidad didáctica para estos fines. Con respecto a los alumnos se puede observar la capacidad de comprensión de la unidad lo que podrá dar una idea de como se van a comportar con respecto a la asignatura el resto del año.


Con respecto a la unidad didáctica se puede seguir, por alumno, una tabla como este:
	
	Atención
	Participación
	Comprensión
	Resolución de ejercicios

	Alumno x
	
	
	
	



Este instrumento proporcionará una idea de como los alumnos abordan esta iniciativa.

Al final de la sesión se debe entregar el siguiente cuestionario.
	Valora del 0 al 10, siendo 0 estoy muy en desacuerdo y 10 estoy muy de acuerdo, las siguientes preguntas.

1.- ¿Te lo has pasado bien durante la clase?

2.- ¿Te ha parecido interesante?

3.- ¿Te ha sorprendido?

4.- ¿Has entendido el modelo que representa a los malabaristas?

5.- ¿Te ha parecido que estabas aprendiendo matemáticas?

6.- ¿Te han entrado más ganas de seguir aprendiendo matemáticas?

7.- ¿Ha cambiado algo la percepción que tienes sobre esta asignatura?

8.- ¿Ha mejorado esta percepción?

¿Qué te ha gustado especialmente?

¿Qué has echado de menos?

Valora la actividad en su conjunto de 0 a 10



Gracias a este instrumento se puede adquirir información para evaluar la unidad didáctica y mejorarla para su implementación en el futuro
4  Anexos:
4.1  Anexo 1: 
Objetivos generales de la educación secundaria en Galicia trabajados en esta propuesta de intervención: (DOG Num. 120 29/6/2015)
“ Desarrollar en los alumnos y las alumnas las capacidades que les permitan:

a) Asumir responsablemente sus deberes, conocer y ejercer sus derechos en el respeto a las demás personas y los grupos, ejercitarse en el diálogo, afinando los derechos humanos y la igualdad de trato y de oportunidades entre mujeres y hombres, como valores comunes de una sociedad plural, y prepararse para el ejercicio de la ciudadanía democrática.

b) Desarrollar y consolidad hábitos de disciplina, estudio y trabajo individual y en equipo, como condición necesaria para una realización eficaz de las tareas del aprendizaje y como medio de desarrollo personal.

c) Valorar y respetar la diferencia de sexos y la igualdad de derechos y oportunidades entre ellos. Rechazar la discriminación de las personas por razón de sexo o por cualquier otra condición o circunstancia personal o social. Rechazar los estereotipos que supongan discriminación entre hombres y mujeres, así como cualquier manifestación de violencia contra la mujer.

d) Fortalecer sus capacidades afectivas en todos los ámbitos de la personalidad y en sus relaciones con las demás personas, así como rechazar la violencia, los perjuicios de cualquier tipo y los comportamientos sexistas, y resolver pacíficamente los conflictos.

e) Desarrollar destrezas básicas en la utilización de las fuentes de información, para adquirir nuevos conocimientos con sentido crítico. Adquirir una preparación básica en el campo de las tecnologías, especialmente las de información y la comunicación.

f) Concebir el conocimiento científico como un saber integrado, que se estructura en asignaturas, así como conocer y aplicar los métodos para identificar los problemas en diversos campos del conocimiento y de la experiencia.

g) Desarrollar el espíritu emprendedor y la confianza en sí mismo, la participación, el sentido crítico, la iniciativa personal y la capacidad para aprender a aprender, planificar, tomar decisiones y asumir responsabilidades.

l) Conocer, valorar y respetar los aspectos básicos de la cultura y da la historia propias y de las otras personas, así como el patrimonio artístico y cultural. Conocer mujeres y hombres que hayan realizado aportaciones importantes a la cultura y a la sociedad gallega, o a otras culturas del mundo.

m) Conocer y aceptar el funcionamiento del propio cuerpo y el de las otras personas, respetar las diferencias, afianzar los hábitos de cuidado y salud corporal, e incorporar la educación física y la práctica del deporte para favorecer el desarrollo personal y social. Conocer y valorar la dimensión humana de la sexualidad en toda su diversidad. Valorar críticamente los hábitos sociales relacionados con la salud, el consumo, el cuidado de los seres vivos y el medio ambiente, contribuyendo a su conservación y a su mejora

n) Apreciar la creación artística y comprender el lenguaje de las manifestaciones artísticas, utilizando diversos medios de expresión y representación.”

4.2  Anexo 2:  
Criterios de evaluación. (DOG Num. 120 29/6/2015)

B1.2. Utilizar procesos de razonamiento y estrategias de resolución de problemas, realizando los cálculos necesarios y comprobando las soluciones obtenidas

B1.3. Describir y analizar situaciones de cambio, para encontrar patrones, regularidades y leyes matemáticas, en contextos numéricos, geométricos, funcionales, estadísticos y probabilísticos, valorando su utilidad para hacer predicciones.

B1.4 Profundizar en problemas resueltos planteando pequeñas variaciones en los datos, otras preguntas, otros contenidos, etc.

B1.5 Elaborar y presentar informes sobre el proceso, resultados y conclusiones obtenidos en los procesos de investigación.

B1.6. Desarrollar procesos de matematización en contextos de la realidad cotidiana (numéricos, geométricos, funcionales, estadísticos o probabilísticos) a partir de la identificación de situaciones problemáticas de la realidad.

B1.7. Valorar la modelización matemática como un recurso para resolver problemas de la realidad cotidiana, evaluando la eficacia y las limitaciones de los modelos utilizados o construidos.

B1.8. Desarrollar y cultivar las actitudes personales inherentes al quehacer matemático.

B1.9. Superar bloqueos e inseguridades ante la resolución de situaciones desconocidas.

B1.10. Reflexionar sobre las decisiones tomadas, y aprender de ello para situaciones similares futuras.

B1.11. Emplear las herramientas tecnológicas idóneas, de forma autónoma, realizando cálculos numéricos, algebraicos o estadísticos, haciendo representaciones gráficas, recreando situaciones matemáticas mediante simulaciones o analizando con sentido crítico situaciones diversas que ayuden a la comprensión de conceptos matemáticos o a la resolución de problemas.

B1.12. Utilizar las tecnologías de la información y de la comunicación de manera habitual en el proceso de aprendizaje, buscando, analizando y seleccionando información relevante en internet o en otras fuentes, elaborando documentos propios, haciendo exposiciones y argumentaciones de éstos, y compartiéndolos en ámbitos apropiados para facilitar la interacción.”
4.3  Anexo 3: 
Estándares de aprendizaje evaluables. (DOG Num. 120 29/6/2015)

MAB1.2.1. Analiza y comprende el enunciado de los problemas (datos, relaciones entre los datos, y contexto del problema). CM

MAB1.2.2. Valora la información de un enunciado y la relaciona con el número de soluciones del problema. CM

MAB1.2.3. Realiza estimaciones y elabora conjeturas sobre los resultados de los problemas para resolver, valorando su utilidad y eficacia. CM

MAB1.2.4. Utiliza estrategias heurísticas y procesos de razonamiento en la resolución de problemas, reflexionando sobre el proceso de resolución. CM, AA

MAB1.3.1. Identifica patrones, regularidades y leyes matemáticas en situaciones de cambio, en contextos numéricos, geométricos, funcionales, estadísticos y probabilísticos. CM, CC 

MAB1.3.2. Utiliza las leyes matemáticas halladas para realizar simulaciones y predicciones sobre los resultados esperables, valorando su eficacia e idoneidad. CM

MAB1.4.1. Profundiza en los problemas después de resolverlos, revisando el proceso de resolución y los pasos y las ideas importantes, analizando la coherencia de la solución o buscando otras formas de resolución.
CM

MAB1.4.2. Se plantea nuevos problemas a partir de uno resuelto, variando los  datos, proponiendo nuevas preguntas, resolviendo otros problemas parecidos, formulando casos particulares o más generales de interés, y estableciendo conexiones entre el problema y la realidad. CM, AA

MAB1.5.1. Expone y argumenta el proceso seguido, además de las conclusiones obtenidas, utilizando distinto lenguajes (algebraico, gráfico, geométrico, y estadístico-probabilístico). CL, CM

MAB1.6.1. Identifica situaciones problemáticas de  la realidad susceptibles de contener problemas de interés. CM, CS

MAB1.6.2. Establece conexiones entre un problema del mundo real y el mundo matemático. Identificando el problema o los problemas matemáticos que subyacen en él y los conocimientos matemáticos necesarios. CM, EE

MAB1.6.3. Usa, elabora o construye modelos matemáticos sencillos que permitan la resolución de un problema o de unos problemas dentro del campo de las matemáticas. CM

MAB1.6.4. Interpreta la solución matemática del problema en el contexto de la realidad.
 CM

MAB1.6.5. Realiza simulaciones y predicciones, en contexto real, para valorar la adecuación y las limitaciones de los modelos,  y propone mejoras que aumenten su eficacia. CM

MAB1.7.1. Reflexiona sobre el proceso y obtiene conclusiones sobre él y sus resultados, valorando otras opiniones. CM, AA, CS

MAB1.8.1. Desarrolla actitudes idóneas para el trabajo en matemáticas (esfuerzo, perseverancia,flexibilidad y aceptación de la crítica razonada). CM, CS, EE

MAB1.8.2. Se plantea la resolución de retos y problemas con la precisión, el esmero y el interés adecuado al nivel educativo y a la dificultad de la situación. CM

MAB1.8..3. Distingue entre problemas y ejercicios, y adopta la actitud idónea para cada caso. CM

MAB1.8.4. Desarrolla actitudes de curiosidad e indagación, junto con hábitos de plantear y plantearse preguntas y buscar respuestas idóneas, tanto en el estudio de los conceptos como en la resolución de problemas. CM, AA, CC

MAB1.8.5. Desarrolla habilidades sociales de cooperación y trabajo en equipo. CM, EE, CS

MAB1.9. 1. Toma decisiones en los procesos de resolución de problemas, de investigación y de matematización o de modelización, valorando las consecuencias de estas y su conveniencia por su sencillez y utilidad. CM, EE

MAB1.10.1. Reflexiona sobre los problemas resueltos y los procesos desarrollados, valorando la potencia y la sencillez de las ideas clave, y lo aprende para situaciones futuras similares. CM, AA

MAB1.11.3. Diseña representaciones gráficas para explicar el proceso seguido en la solución de problemas, mediante la utilización de medios tecnológicos. CM

MAB1.11.4. Recrea ámbitos y objetos geométricos con herramientas tecnológicas interactivas para mostrar, analizar y comprender propiedades geométricas. CM

MAB1.11.5. Utiliza medios tecnológicos para tratar datos y gráficas estadísticas, extraer información y elaborar conclusiones. CM

MAB1.12.2. Utiliza los recursos creados para apoyar la exposición oral de los contenidos trabajados en el aula. CL

MAB1.12.3. Usa adecuadamente los medios tecnológicos para estructurar y mejorar su proceso de aprendizaje, recogiendo la información de las actividades, analizando puntos fuertes de su proceso educativo y estableciendo pautas de mejora. CD, AA

MAB1.12.4. Emplea herramientas tecnológicas para compartir ideas y tareas. CD, CS, EE”
4.4  Anexo 4: 
Contenidos: (DOG Num. 120 29/6/2015)

B1.2. Estrategias y procedimientos puestos en práctica: uso del leguaje apropiado (gráfico, numérico, algebraico, etc.), replanteamiento del problema, resolución de subproblemas, recuento exhaustivo, comienzo por casos particulares sencillos, búsqueda de regularidades y leyes, etc.

B1.3. Reflexión sobre los resultados: revisión de las operaciones utilizadas, asignación de unidades a los resultados, comprobación e interpretación de las soluciones en el contexto de la situación, búsqueda de otras formas de resolución, etc.

B1.4. Planteamiento de proyectos e investigaciones matemáticas escolares, en contextos numéricos, geométricos, funcionales, estadísticos y probabilísticos, de manera individual y en equipo. Elaboración y presentación de los informes correspondientes.

B1.5. Práctica de los procesos de matematización y modelización, en contextos de la realidad y en contextos matemáticos, de manera individual y en equipo.

B1.6. Confianza en las propias capacidades para desarrollar actitudes idóneas y afrontar las dificultades propias del trabajo científico.

B1.7. Utilización de medios tecnológicos en el proceso de aprendizaje para:

- Recogida ordenada y organizada de datos.

- Elaboración y creación de representaciones gráficas de datos numéricos, funcionales o estadísticos.

- Facilitación de la comprensión de conceptos y propiedades geométricos o funcionales y la realización de cálculos de tipo numérico, algebraico o estadístico.

- Diseño de simulaciones y elaboración de predicciones sobre situaciones matemáticas diversas.

- Elaboración de informes y documentos sobre los procesos llevados a cabo y los resultados y las conclusiones obtenidos.

- Consulta, comunicación y compartición, en ámbitos apropiados, de la información y de las ideas matemáticas.

4.5  Anexo 5: 
Ejercicios en en encerado
1.- Comprueba si los siguientes siteswap son malabareables o no. De los que sean posibles calcula el número de objetos con los que podría realizarse

· a) 633

· b) 75751

· c) 564423

2) .- ¿Qué valores puede tener p para que los siguientes siteswap sean posibles?

· a) 6316p31

· b) 5p4
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Figura � SEQ "Figura" \* ARABIC �5�: Lanzamiento interior. Fuente: www.acanomas.com
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Figura � SEQ "Figura" \* ARABIC �6�: Lanzamiento exterior. Fuente: www.acanomas.com





�FFigura � SEQ "Figura" \* ARABIC �7�: Fuente: www.passingdb.com





�FFigura � SEQ "Figura" \* ARABIC �8�: Fuente: https://www.jugglingedge.com





�FFigura � SEQ "Figura" \* ARABIC �11�: Diagrama del Siteswap 531. Fuente: www.juggling.org





�


Figura � SEQ "Figura" \* ARABIC �13�: Diagramas de los Siteswaps 3, 53, 531. Fuente: www.http://geek-mag.com
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Figura � SEQ "Figura" \* ARABIC �12�: Diagrama de la secuencia 444455550. Fuente: www.solipsys.co.uk








